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RÉSUMÉ. L'objet de cette note est de donner, dans un cadre analytique, un 
critère infinitésimal pour qu'un espace vectoriel soit localement homogène 
sous l'action d'un groupe. Notre approche diflFère de celles qui recourent à 
un théorème d'inversion locale (e.g. [SlE] ou U| Théorème 4.2.5]), par l'usage 
crucial de la structure de groupe sous-jacente. Ceci permet, en particulier, de 
remplacer l'estimation pour l'inverse de l'action de l'algèbre de Lie en un plan 
tangent arbitraire, par une estimation sur les vecteurs tangents en l'origine. 
Notre démonstration est basée sur la méthode itérative utilisée par Kolmogo- 
rov et Arnold dans leur démonstration du théorème des tores invariants (2] [ï] . 
Le théorème de cette note sera utilisé dans des travaux ultérieurs. 

A theorem on infinité dimensional group actions. 

Abstract. We give an infinitésimal criterion, in the analytic setting, for a vec- 
tor space to be locally homogeneous under some group action. Our approach 
difi'ers from those which resort to an inverse function theorem (e.g. [3] H] E] 
or [4] Théorème 4.2.5]), because we use the underlying group structure in an 
essential way. In particular, this allows to replace the estimate of the inverse 
map of the Lie algebra action at an arbitrary tangent plane, by an estimate of 
the vectors tangent at the origin. Our proof relies on the itérative method used 
by Kolmogorov and Arnold in their proof of the invariant tori theorem [2] [ï] . 
The theorem of this note will be used in subséquent works. 



1. Un espace vectoriel E est dit échelonné s'il est réunion des éléménts d'une 
famille décroissante de sous-espaces de Banach s g]0, 1[, telle que les inclusions 
Es+a C Es, a > 0, soient de norme au plus 1. Nous noterons Bf la boule unité de 
Es centrée en l'origine et Be l'union de ces boules. 



De même, une variété topologique X est dite échelonnée si elle est munie d'une 
famille croissante de variétés différentielles banachiques Xs C X modelées sur les 
éléments d'un espace vectoriel échelonné E. 

2. Supposons qu'un ensemble G = [J^ Gs soit muni à la fois d'une structure 
de groupe et de variété échelonnée . La variété Gs n'étant pas nécéssairement un 
groupe, les conditions de compatibilité sont plus subtiles que dans le cas des groupes 
de Lie. 

Par analogie avec la dimension finie, notons 



Une application linéaire u : E 
k-hornée si : 



F entre deux espaces vectoriels échelonnés est 




sup 




exp : 25" -> G, ^ 



1-^ e' 



1-^ 1 
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un paramétrage local de G par un homéomorphisme commutant aux inclusions des 
échelles. Nous notons log l'inverse à gauche de cette application. Nous dirons que la 
structure de variété échelonnée {G g) fait de G un groupe échelonné s'il existe k > 
tel que la loi interne induise des applications : 

Bl^, X aB^ ^ exp ((1 + ) C G„ (Ç, ry) ^ e^e" 

vérifiant les conditions : 

r |log(e«e")|. < |^U+. + |î?|. 

\ Ilogaîe^-e-r/U < ^^(^-^\i\s+2Ms■ 

pour tous £, G -Bf+2(7' ^ ^ ^^j. 

3. Une action de groupe échelonné G = y]Gs sur im espace vectoriel échelonné 
E = \jEg est une action du groupe G sur ii^ qui induit des applications de classe 
Cl : 

{aBD X Es+a ^ i^s, (Ç, a;) ^ e« x. 
Une telle action induit une action infinitésimale de q : 

d 



(e*«ar) 



pour tout ^ G fls. Nous dirons que l'action vérifie une condition {Ac), c > 1, si : 
{A,) (eî)"' (ÇOb) < ca-i|Ç|2+2^, , pour tout Ç G Bf+2a 

s 

où désigne l'origine dans E. 

4. L'exemple que nous avons en tête est le suivant. Soit Ug un système fondamental 
de voisinages d'un compact c C". Notons Eg l'espace des fonctions holomorphes 
sur Us et continues sur l'adhérence de Us- Le groupe G des transformations bi- 
holomorphes qui laissent K invariant peut être muni d'une structure de groupe 
échelonné qui satisfait une condition {Ac) et qui définit une action échelonné sur 
E = [jEs- La structure de groupe échelonné est donnée par la paramétrisation 

:= id + Ç et l'action par gx = {a + x) o g~^ — a avec g = e^. 
Dans des travaux ultérieurs, nous considérerons le cas où n = 2d + 1, K est de la 
forme L x {0} où L C C^'' est la partie réelle d'une variété lagrangienne complexe 
analytique, l'espace C' est un espace de paramètres et G C G est le groupe des 
automorphismes de Poisson de C^'' x C' au voisinage de K. 

Théorème. Soit G = {J^Gg un groupe échelonné agissant sur un espace vecto- 
riel échelonné E = [Js^s- Supposons d'une part que l'action vérifie une condition 
{Ac), et que d'autre part l'application linéaire p : g — > E, ^ ^-^ £,0e possède un 
inverse à droite j qui soit k-horné. L'espace E est alors localement G-homogène, 
plus précisément : 

j2fc+2 

e Bf c exp {Bl_s) Qe. e = 
pour tout 5 e]0, s[ tel que S < 4iV(j)i/(*'+i) . 

5. L'hypothèse sur j et la condition {Ac) permettent de définir une application 
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et montrent que l'on a : 



\s+2a 

pour tout ^ e crBf^2,T- Fixons s < 1 et ô < s avec ô < m{jy/^''+^\ Soit x € eBf , 
£ > 0, nous allons montrer que si e est choisit suffisamment petit alors les images 
successives de j{x) par </>, soit 

sont bien définies pour tout n > et tendent vers dans B^^_^. Nous montrerons 
ensuite que la suite (e^" ... e^")„>o tend vers un élément g dans exp (-B^_^). La suite 
définie par : 

Xq — Xyi-\-\ j Xrt,f 

tend alors vers 0^; dans -E'(s_5)/2 de sorte que x = qOe- 
Soit donc (s„) la suite décroissant vers s — ô définie par : 

SO = s, Sn+l = Sn- avCC 0-„ = 2~("+^^(5, 

et posons : 



£ = 



16f7o 

m>0 

Nous vérifierons, par la suite, que cette valeur do e coïncide avec celle de l'énoncé. 

Remarquons tout d'abord l'on a (2~^(5)^ < dn+i pour tout n > 0. Pour n = 
c'est évident et une récurrence sur n donne 

Supposons construits les termes ^o, ■ ■ ■ de la suite. Le lemme suivant montre 

que appartient au domaine de définition de 4> et que l'on peut par conséquent 
construire la suite (Ç„) de proche en proche. 

Lemme 1. Pour tout < n < N , on a l'inégalité : 

<(2-^'5)'". 

Démonstration. Nous allons montrer, par récurrence sur n, l'estimation : 
\Usn+. < (2-'<5Mn)'" avec m„ := H (c^O>m'"')"'""'- 

m>n+l 

Cette estimation est plus précise que celle du lemme car, d'après l'hypothèse sur 
S, on a cN{j)(T:^~^ > 1 pour tout m, donc /U„ < 1. Pour n = 0, l'hypothèse sur j 
appliquée à Ço = ji^) montre que l'on a : 

Supposons maintenant que < (2~^ô iin-i)"^ 

L'hypothèse sur j et la conditionne (^c) donnent alors l'estimation : 

En utilisant l'hypothèse de récurrence, on obtient : 

ce qui achève la démonstration du lemme. □ 
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6. Nous allons montrer que la suite définie par : 

70 := £.0, 7«+i := log {e^" e^"+i) 

peut être construite de proche en proche et qu'elle converge dans la boule B^_g. 

Supposons construits les termes 70, • ■ ■ ,7Af de la suite. Comme le groupe G est 
échelonné, la loi interne induit une application 

Le lemme suivant montre que la suite (7,1) peut-être construite de proche en proche 
dans la boule Bf_g. 

Lemme 2. Pour tout n < N, on a l'inégalité |7n|s„+i < 1- 

Démonstration. Nous allons montrer, par récurrence sur n, l'estimation |7n|s„+i ^ 
g„, avec 

50 9n ■■= (1 + 2-2"+') + 2-^"^\ 

Cette estimation est plus précise que celle du lemme parce que (çn) est majorée 
par 1. En effet, une récurrence sur n montre que l'on a : 



n 



l<m<n 

et par conséquent : 

log(l + .g„) <2-^+Y^ 2-2""' < + ^ 2-4'" = ^ + _L < iog2. 

m > 1 m > 1 

Puisque 7o — Çoj l'estimation voulue est vraie au rang n — d'après le lemme [T] 
Supposons la propriété satisfaite au rang n — 1. Commme G est échelonné, on a : 

|7«|s„ + i < |Çn|s„ + i + <^n^\£.n\s„+i\l7i-l\s„ +|7ri-l|s„- 

Dans le membre de droite, d'après le lemme [T] et l'hypothèse de récurrence, les trois 
termes peuvent être majores respectivement par 2 ,2 gn-i et gn-i, et 
nous obtenons donc : 

l7«|.„+i < (1 + 2-2"+') g„_i + 2-2"+' = g„, 

ce qui démontre le lemme. □ 

Lemme 3. La suite (7„) converge dans la boule B^_g. 

Démonstration. En substituant log (e'''""^ e^") à 7„ puis en appliquant l'inégalité 
triangulaire, nous obtenons : 



lin - 7n-lk + i < |Çnk + i + | log e'^" ^ 6^" - 7„_i - f„ 



Sr^+l■ 



En utilisant le fait que G est échelonné, le membre de droite se simplifie : 

|7n -7n-l|s„ + i < |Cn|s„ + i + «O-,;^ l7n-l |s„ |C« |s„+i , 

et par conséquent, en utilisant le lemme [ï] il vient : 

|7n -7n-l|.-5 < l7n -7«-l|s„+i < 2-2"+' + k2-2" + ' < (1 + k)2-2"+' , 

d'oii la convergence souhaitée. □ 
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Il ne nous reste plus qu'à calculer e. En substituant 2 à ct„ dans la 

définition de e on obtient : 



c 

£ = - 



n 



4 11^ \^ciV(j)2('=+i)('»+2) 



2" 



soit 

ce qui domw^ bien la valeur annoncé car X^^>q 2~"* = X^^>q m2~'" = 2. Le 
théorème est démontré. 
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